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Euklids Elemente im 17. Jahrhundert
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Das Verstehen des Raumes durch primitive GroBen: Elemente
Das sind Punkt, Gerade, , Kreis und Winkel (Strahl)

Das erfie DBudh Cuclivis /

onden anfangen vud

fundamentens der Geomeria,

Tractiert Hon demgnd der vechelinmfchen
figuen/ibren Linien/PWinekeln vid andern fachen/fampt
Dem fundatment vom machen oder seichnen/ vere
d@ndern /ond thailen derfelben,

Definitiones, dag feinde befchreibunghen/ Obver :
Crfldsunghen etlicher Namen vnd Werter dex Linien/
figuen ond anderer dinghen/ foin dicfem Buch vo:faller
ond ghebrancht wesden, ;

1, Cinpunet ift ein ontheilbares diipffelein.

2, Ein Linea ifEeine lenge obne einige breiten.

3. Daficifferfie pon den linien feinde puncten.

4y Cine intj/ift DieEilezefe ausfi )

cinem punce udem andern,

5o Superfitien, fuindt / die allein [enge vnd breittenHaben.

6, Daseifferfie von den Superfitien feindtfinicn/

7». Einebene Superfities, ligt aleich wifchen fhren finiens
3.Cinebener Iinekel(ift/fo 3tvo tinierauff cinem chenen plagy

; einander in einem punceanrihren.

9. Ein l';‘“‘?“‘“‘ftfz“ wincbel/ ift ahemachtvon siwepen aheraden

nien.

10, Afs eitie aerade Linic/auff einer andern aheraden odek vechten
i (feet) ond machen im anrifien die winchef anff beis
denfeit gleich: o feinde olshe bede winelel/ wincEelrecht.

A 11, Ein
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Euklids Grundlage der Mathematik:
Definitionen, allgemeine Wahrheiten, Postulate

Den ben Sunbatenten der Gomets. N

27, Die Etlangel fo einenvechien windel haben / werdengenane

rechtwinklicht oder Orthogonij.

28, Bind die cinen man fumpffiving.

fich k > tem auch Ambligonius ,

29. Aber mit drey Schatpfien wineteln / wisde er genant fhatpfs
windeficht/oder oxigonius. B

30. EinQuudrat ifF ein figue/ mit vier gleichen feiten vnd viey
vechten windeln.

31, Einlangleicht Biereck/ifdas/fovies vechte wincbel vnnd fe
3o gleiche feiten geaen citt andes Aber Hat/wirdt rectan-
gulum; odes ¢in verlengte vierung/ anchefn parallelo-

_ gram ghenant,

31, inefchrige icrung / fat wol vier gleiche feiten/ aber feinen
vechten winefel/ wisde darmb Rhombus geheiffen,

33, Cin [dhrdge verlengte vievung /Bat iesmwo feiten ond winclet
gegen cin ander iber gleichionnd darom Rhomboides
ghenant,

34, Alle I aen/aufy 3
c9 fekicee i B S b

1 'y

pe;'ia gbenant. R
35, Paralell finfen/feinbdic / fo anfcinem chericn p.'i'f“" mmbﬂn
A /D 16 0b fetten fchort of

ergefialt: ob f e
ende exfireckt / wurden fiedoch nitmermeh sufammen
Eomuien) fondesn alljeit aleich weit von cinander bleibe,

36, EinParalellogram, ift eine figur/mit vier geraden oder rechs.
ten finien befchlofien / von welchen fe 3iwo gegen ein anz
et fiber Pararell, odes gleich weit von ein andee feint,

- olgben etliche andere fessck/fo auch 3 icfer
Funt gbeboren,

1, Auffeinem chenenplats/mag voneinempunt 1 den andesn
sine vechte oder aeradefinea abesogen werden.
A2 2, Ak
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% Das erfte Buch Euclidio
2, o ian 4 aleicfen dingen afeiehe Bin s (tverdEDie g3
o fammen gefigeten auch aleich fein,

3. Sovon gleichen dingen/gleiche genommen werden / bleiben

iereft auch gleich. :

4 'Soongleichendingen gleiche sugechan wesden/merden anch

die gufammen aefiigetevnaleich fein.

5, Govonongleichendingen/aleiche abgenosmmen wesden /die

veft wesden auch ongleich bleiben .
6. Goainiges dingel fedes swemael fo arof ift/als ein andess),
Die felben feinde ein andes gleich.

7, Yneh fo ainiges ding fedes dex Halbebeil cines andern ift/die
feindt ein andet gleich.

8. cBnterwelcheri dingen eliies das ander: niehe vberereifts dig

feindegleich,

9. Dasgantseift alseit grsffer dann fein theil,

10, Hlle rechte winckel feinde ein andes gleich.

11, Soein geradeling/durch swo andese gerade finien ghesoaen
wiEDE/vnddie siweeninwendige winckel auff einer feiters
sufammen Eleines fein als ween vecBeemwinclel) moghen
[oleBe siwo linien andes felben feiten alfoverlengere sess
en/das fie endifich ineinein punce sufammen fommens

32, 3‘”%"“! obex veehte finien/ befeblicffen feinen plag odex

e

w

Sl
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Darauf folgen Propositionen:
Aussage, deren Wahrheit nicht offenbar ist und deswegen unter
Zuhilfenahme der allgemeinen Wahrheiten zu beweisen ist

Detlef Di Mathematisches Institut LMU Miinchen




Darauf folgen Propositionen:
Aussage, deren Wahrheit nicht offenbar ist und deswegen unter
Zuhilfenahme der allgemeinen Wahrheiten zu beweisen ist

Seit Archimedes nennen wir die allgemeinen Wahrheiten und Postulate
Axiome
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Darauf folgen Propositionen:
Aussage, deren Wahrheit nicht offenbar ist und deswegen unter
Zuhilfenahme der allgemeinen Wahrheiten zu beweisen ist

Seit Archimedes nennen wir die allgemeinen Wahrheiten und Postulate

Axiome
Die heutige Mathematik hat Euklids Elemente als Vorbild
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Kleine und groBe Probleme, die zusammenhangen
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Kleine und groBe Probleme, die zusammenhangen

“Definition” der Elemente, z.B. Punkt: “ein unteilbares Diipffelein”
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Kleine und groBe Probleme, die zusammenhangen

“Definition” der Elemente, z.B. Punkt: “ein unteilbares Diipffelein”

Kliigel, von dem noch zu sprechen sein wird, schreibt 1763

Detlef Di Mathematisches Institut LMU Miinchen




Kleine und groBe Probleme, die zusammenhangen

“Definition” der Elemente, z.B. Punkt: “ein unteilbares Diipffelein”

Kliigel, von dem noch zu sprechen sein wird, schreibt 1763

Es gibt wenige Wahrheiten, die ohne Hilfe des Theorems von den
Parallelen in der Geometrie bewiesen werden kénnen, umso weniger gibt
es, die nétig sein kdnnen, um jenes zu beweisen. Hinzu kommt, dass
solange wir keine genauen Begriffe von geraden und gekriimmten Linien
haben, aus deren Definitionen die Sachlage nicht entwickelt werden kann.
Diese namlich sind aufgrund ihrer Gegenstande immer ziemlich finster.
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Kliigel weiter

Man wird jedoch nicht der Geometrie einen Schandfleck anbringen
konnen, wenn sie in ihren Grundsatzen eine Proposition aufstellt, deren
Wahrheit nicht aus genau ausgedriickten Uberlegungen, sondern aus dem
klaren Begriff, den wir von der geraden Linie haben, ganz sicher
durchschaut wird. Ein solches ist Axiom 11 von Euklid, dass Linien, auf
die eine schneidende Gerade innere und auf den selben Seiten liegende
Winkel herstellt, die kleiner als zwei Rechte sind, wenn man sie ins
Unendliche fortfiihrt, auf derjenigen Seite zusammentreffen, auf der die
Winkel liegen, die kleiner als zwei Rechte sind. Die meisten Anhdnger der
Strenge im Beweisen warfen es aus der Reihe der Axiome hinaus, aber die
Beweise, mit denen sie es versuchten glaubhaft zu machen, entbehren
dem Fehler keineswegs.
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Was hat es mit dem Parallelen-Postulat auf sich?
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Was hat es mit dem Parallelen-Postulat auf sich?

Wir betrachten die Geometrie zunichst ohne Parallele. Das ist eine arme
(die absolute) Geometrie, in der es keinen Strahlensatz gibt und keinen
Satz des Pythagoras und keine Dreieckskachelung der Ebene
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Was hat es mit dem Parallelen-Postulat auf sich?

Wir betrachten die Geometrie zunichst ohne Parallele. Das ist eine arme
(die absolute) Geometrie, in der es keinen Strahlensatz gibt und keinen
Satz des Pythagoras und keine Dreieckskachelung der Ebene

Wir benutzen der Klarheit wegen die Axiomatik Hilberts aus dem 20.
Jahrhundert
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Axiome der Verkniipfung: Beispiel

Mathematisches Institu




Axiome der Verkniipfung: Beispiel

V1. Sei g eine Gerade. Dann gibt es Punkte A, B die auf der Geraden
liegen
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Axiome der Verkniipfung: Beispiel

V1. Sei g eine Gerade. Dann gibt es Punkte A, B die auf der Geraden
liegen
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Axiome der Verkniipfung: Beispiel

V1. Sei g eine Gerade. Dann gibt es Punkte A, B die auf der Geraden
liegen

V2. Zu je zwei verschiedenen Punkten A, B gibt es genau eine Gerade,
auf der die Punkte liegen
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Axiome der Anordnung: Beispiel
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Axiome der Anordnung: Beispiel

Al. Sei g eine Gerade und A, B, C Punkte auf der Geraden. Dann liegt
ein Punkt z.B. A zwischen den anderen zwei, z.B. B und C
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Axiome der Anordnung: Beispiel

Al. Sei g eine Gerade und A, B, C Punkte auf der Geraden. Dann liegt
ein Punkt z.B. A zwischen den anderen zwei, z.B. B und C
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Axiome der Kongruenz: Beispiel
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Axiome der Kongruenz: Beispiel

K1. Dreiecke mit gleichen Seiten sind kongruent
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Axiome der Kongruenz: Beispiel

K1. Dreiecke mit gleichen Seiten sind kongruent
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Winkel sind aus Geraden abgeleitete GroBen und miissen

definiert werden
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Winkel sind aus Geraden abgeleitete GroBen und miissen
definiert werden

Winkel, Nebenwinkel und rechter Winkel

Detlef Di Mathematisches Institut LMU Miinchen




Winkel sind aus Geraden abgeleitete GroBen und miissen
definiert werden

Winkel, Nebenwinkel und rechter Winkel
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Winkel sind aus Geraden abgeleitete GroBen und miissen
definiert werden

Winkel, Nebenwinkel und rechter Winkel
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Satz (Proposition)

Detlef Diirr Mathematisches Institu Miinchen




Satz (Proposition)

Bei einem Dreieck ist jeder AuBenwinkel groBer als jeder
gegeniiberliegende Innenwinkel
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Satz (Proposition)

Bei einem Dreieck ist jeder AuBenwinkel groBer als jeder
gegeniiberliegende Innenwinkel
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Beweis: Eine Hilfslinie

Dreiecke ADE und BDC sind kongruent da AD=DC und BD=DE und
D-Winkel gleich. Daher ist Winkel EAD= ~. Der ist offenbar < «’.
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Satz
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Satz

In einem Dreieck liegt gegeniiber dem groBeren Winkel die groBere Seite

C
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Satz

In einem Dreieck liegt gegeniiber dem groBeren Winkel die groBere Seite

C
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Beweis: Eine Hilfslinie
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Beweis: Eine Hilfslinie

Sei ohne Einschrankung ¢ > b, wir wollen schlieBen, dass v > ( ist.
Trage b auf ¢ ab. Winkel ADC ist Aussenwinkel an Dreieck CDB, und
nach vorherigem Satz ist der Winkel groBer als (3. Offenbar ist aber v >
Winkel ACD und Winkel ACD und Winkel ADC sind Basiswinkel eines
gleichschenkligen Dreiecks und damit gleich
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Beweis: Eine Hilfslinie

Sei ohne Einschrankung ¢ > b, wir wollen schlieBen, dass v > ( ist.
Trage b auf ¢ ab. Winkel ADC ist Aussenwinkel an Dreieck CDB, und
nach vorherigem Satz ist der Winkel groBer als (3. Offenbar ist aber v >
Winkel ACD und Winkel ACD und Winkel ADC sind Basiswinkel eines
gleichschenkligen Dreiecks und damit gleich

Mathematisches Institut LMU Miinchen

Detlef Diirr




Satz

Konstruiere mit dem Winkel § > ~y die Linie CD wie in der Figur. Dann
gilt AD > AB
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Satz

Konstruiere mit dem Winkel § > ~y die Linie CD wie in der Figur. Dann
gilt AD > AB
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Beweis: Eine Hilfslinie
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Beweis: Eine Hilfslinie
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Beweis: Eine Hilfslinie

Am Dreieck ABD sehen wir, dass Winkel ADB < Winkel ABD, denn
Winkel ABD wird durch Winkel CBD geteilt, wohingegen Winkel ADB
den Winkel CDB teilt. Aber die Winkel CBD und CDB sind als
Basiswinkel des gleichschenkligen Dreiecks CBD gleich. Nach vorherigem
Satz liegt gegeniiber dem groBeren Winkel die groBere Seite.
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Satz

Dreiecksungleichung: Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks ist langer
als die dritte Seite.
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Satz

Dreiecksungleichung: Die Summe zweier Seiten eines Dreiecks ist langer
als die dritte Seite.

Beweis: direkte Anwendung des vorherigen Satzes fiir § = 2R
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Satz Die Summe der Winkel im Dreieck ist immer kleiner oder
gleich 2 Rechte.
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Beweis: Winkelsumme im Dreieck < 2R

A=A1 B=A2 An
Zu zeigen: o+ 3 + v < 2R. Angenommen dies gilt nicht. Dann ist

o+ B+~ > 2R. Nun ist nach Konstruktion o + 8 4+ § = 2R, daher ist
dann v > § und sofort wegen Dreieckssatz A; A, > (1 C,. Das heiBt

€ := A1Ay — (3G > 0. Nun mit Dreiecksungleichung

AC, + A,C, > AjA, und ebenso A1 G + G C, > A C, wobei

AnCn = A1C1 und C1C,, = nC1C2, AlAn = nA1A2 sodass

2A1A; > n(A1A; — G G) = ne. Nun bemiiht man das Axiom von
Eudoxos (auch Archimedisches Axiom genannt): Zu je zwei gleichartigen
GroBen A, B gibt es immer eine Zahl n sodass nA > B ist. Wahle also n
groB genug, sodass der Widerspruch entsteht.
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Euklids 11. Postulat: Das Parallelen Postulat
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Euklids 11. Postulat: Das Parallelen Postulat

Die Definition der Parallele
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Euklids 11. Postulat: Das Parallelen Postulat

Die Definition der Parallele

Zwei Geraden die in einer Ebene liegen heiBen parallel, wenn die beiden
Geraden keinen Punkt gemeinsam haben
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Euklids 11. Postulat: Das Parallelen Postulat

Die Definition der Parallele

Zwei Geraden die in einer Ebene liegen heiBen parallel, wenn die beiden
Geraden keinen Punkt gemeinsam haben
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Satz: Parallele existieren
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Satz: Parallele existieren

Beweis: per Konstruktion: Sei g eine Gerade und P ein Punkt nicht auf
g. Lege eine Gerade e durch P, die g in @ schneidet. Trage einen
Schnittwinkel, z.B. «, in P wechselseitig an e an. Verlangere den Strahl
zur Geraden h. Die so konstruierte Gerade h ist eine Parallele. Denn die
Innenwinkel von e mit g und h sind 2R. Wiirden sich g und h schneiden,
dann ergibt sich am Schnittpunkt S ein Winkel und es ergibt sich ein
Dreieck SPQ mit Summe der Innenwinkel groBer 2R
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Die Umkehrung ist das Parallelen Postulat von Euklid

Nochmals Kliigel: Ein solches ist Axiom 11 von Euklid, dass Linien, auf
die eine schneidende Gerade innere und auf den selben Seiten liegende
Winkel herstellt, die kleiner als zwei Rechte sind, wenn man sie ins
Unendliche fortfiihrt, auf derjenigen Seite zusammentreffen, auf der die
Winkel liegen, die kleiner als zwei Rechte sind.
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Aquivalente Formulierung

Zu Gerade g und Punkt P nicht auf g gibt es genau eine Parallele h zu g
durch P
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Was liefert das Parallelen Postulat?
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Was liefert das Parallelen Postulat?

1. Wechselwinkel an Parallelen sind gleich
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Was liefert das Parallelen Postulat?

1. Wechselwinkel an Parallelen sind gleich
2. Winkelsumme im Dreieck = 2R
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Was liefert das Parallelen Postulat?

1. Wechselwinkel an Parallelen sind gleich
2. Winkelsumme im Dreieck = 2R

3. Strahlensatz, Satz des Pythagoras, Theorie der Proportionen,
Placketierung der Ebene
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Wer ist Georg Simon Kliigel?

Mathematiker und Physiker, 1739 - 1812, wurde im Marz 1767 zum
ordentlichen Professor der Mathematik in Helmstedt ernannt;
Dissertation bei Kistner in Gottingen.
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Musterung der vornehmlichen Versuche die Theorie der Parallelen zu
beweisen
diese unterzogen einem offentlichen Examen

AbrahamGotthelfKaestn er offentlicher ordentlicher
Professor der Mathematik und der Physik, Mitglied der kdniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften, der mathematischen Klassen der
schwedischen und der preuBischen Akademie der Wissenschaften, der
kurfiirstlichen Akademie niitzlicher Wissenschaften zu Erfurt...

und der antwortende Verfasser GeorgSimonK Il i gelaus
Hamburg, Verehrer der hochheiligen Theologie
* ok *

am 20. August des Jahres 1763 der christlichen Ara
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Der Beginn der nichteuklidschen Geometrie
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Der Beginn der nichteuklidschen Geometrie

Auf Kliigels Lehrstuhl (der ging nach Halle) folgte Johann Friedrich Pfaff,
heute noch in der Mathematik bekannt. Dieser promovierte Carl Friedrich
Gauss in Helmstedt.
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Der Beginn der nichteuklidschen Geometrie

Auf Kliigels Lehrstuhl (der ging nach Halle) folgte Johann Friedrich Pfaff,
heute noch in der Mathematik bekannt. Dieser promovierte Carl Friedrich
Gauss in Helmstedt. Gauss erfand mit Janos Bolyai und Nikolai
Iwanowitsch Lobatschewski nichteuklidische Geometrie.
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Der Beginn der nichteuklidschen Geometrie

Auf Kliigels Lehrstuhl (der ging nach Halle) folgte Johann Friedrich Pfaff,
heute noch in der Mathematik bekannt. Dieser promovierte Carl Friedrich
Gauss in Helmstedt. Gauss erfand mit Janos Bolyai und Nikolai
Iwanowitsch Lobatschewski nichteuklidische Geometrie.

Was bedeutet das?
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Der Beginn der nichteuklidschen Geometrie

Auf Kliigels Lehrstuhl (der ging nach Halle) folgte Johann Friedrich Pfaff,
heute noch in der Mathematik bekannt. Dieser promovierte Carl Friedrich
Gauss in Helmstedt. Gauss erfand mit Janos Bolyai und Nikolai
Iwanowitsch Lobatschewski nichteuklidische Geometrie.

Was bedeutet das?

Nichteuklidische Geometrie ist die euklidische Geometrie in der das
Parallelen Postulat falsch ist. Wie kann man zu so einem Denken
kommen?
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Der Beginn der nichteuklidschen Geometrie

Auf Kliigels Lehrstuhl (der ging nach Halle) folgte Johann Friedrich Pfaff,
heute noch in der Mathematik bekannt. Dieser promovierte Carl Friedrich
Gauss in Helmstedt. Gauss erfand mit Janos Bolyai und Nikolai
Iwanowitsch Lobatschewski nichteuklidische Geometrie.

Was bedeutet das?

Nichteuklidische Geometrie ist die euklidische Geometrie in der das
Parallelen Postulat falsch ist. Wie kann man zu so einem Denken
kommen?

Kliigels magische Worte aus seiner Dissertation waren:

Detlef Dii Mathematisches Institut LMU Miinchen




Dass dem Heiligen Rémischen Reich, dem beriihmten und freien Staat
Hamburg, dem sehr bedeutenden und sehr beachteten Senat, den
hocherlauchten, groBartigen, herausragendsten, bedachtesten,
glanzendsten und kliigsten Mannern, den Herren Konsuln,
Staatsanwalten, Senatoren, dem Archivaren Protonotarius, den
Sekretaren und dem Hilfsarchivaren, den besten Vatern des Vaterlandes,
den frommsten, sorgfaltigsten und verdientesten Verteidigern der Religion
und der offentlichen Freiheit, den gewichtigsten Vorstehern der Justiz und
der Gleichheit, den erfolgreichsten und aufmerksamsten Beforderern der
Wissenschaft und zugleich des Handels, den nachsichtsvollsten Herren
Schutzherren und Mazenaten diese wie auch immer gearteten Anfange
ihrer Studien - auf dass es bei aller Verehrung der Frommigkeit und der
Hochachtung angemessen ist - heilig sind, wiinscht und {ibergibt zugleich
sich und seine Musen der Schutzherrschaft so groBer Manner der
demiitigste Verehrer so vieler sehr bedeutender Namen, der Verfasser.
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Diese Worte sind dem guten Ton der Zeit zuzuordnen

Aber die Einsicht die zu einem tieferen Verstandnis der
Geometrie und unserer Welt gefiihrt findet man in folgenden

Worten
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Diese Worte sind dem guten Ton der Zeit zuzuordnen

Aber die Einsicht die zu einem tieferen Verstandnis der
Geometrie und unserer Welt gefiihrt findet man in folgenden
Worten

Hinzu kommt, dass solange wir keine genauen Begriffe von geraden und
gekriimmten Linien haben, aus deren Definitionen die Sachlage nicht
entwickelt werden kann. Diese ndmlich sind aufgrund ihrer Gegensténde
immer ziemlich finster.
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Diese Worte sind dem guten Ton der Zeit zuzuordnen

Aber die Einsicht die zu einem tieferen Verstandnis der
Geometrie und unserer Welt gefiihrt findet man in folgenden
Worten

Hinzu kommt, dass solange wir keine genauen Begriffe von geraden und
gekriimmten Linien haben, aus deren Definitionen die Sachlage nicht
entwickelt werden kann. Diese ndmlich sind aufgrund ihrer Gegensténde
immer ziemlich finster.

Was bedeutet das? Wie kann der Begriff einer Geraden dunkel sein?
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Diese Worte sind dem guten Ton der Zeit zuzuordnen

Aber die Einsicht die zu einem tieferen Verstandnis der
Geometrie und unserer Welt gefiihrt findet man in folgenden
Worten

Hinzu kommt, dass solange wir keine genauen Begriffe von geraden und
gekriimmten Linien haben, aus deren Definitionen die Sachlage nicht
entwickelt werden kann. Diese ndmlich sind aufgrund ihrer Gegensténde
immer ziemlich finster.

Was bedeutet das? Wie kann der Begriff einer Geraden dunkel sein?
Die Elemente sind durch ihre Axiome definiert!

Und was bedeutet das nun wieder?
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Geraden konnen Halbkreise sein: Poincarésche Halbebene

Die erfiillen (recht offenbar) die Axiome der absoluten Geometrie

Die Ebene ist die obere Halbebene. Geraden sind Halbkreise mit
Mittelpunkt auf der x—Achse. Punkte sind Punkte. Die Entfernung
zwischen zwei Punkten wird durch eine “Metrik” bestimmt, derart dass
die Geraden unendlich lang sind. Diese “Geraden” erfiillen alle Axiome,
aber nicht das Parallelen Postulat. Die Geraden e und d sind gehen durch
P und sind parallel zu g. ABC ist ein nichteuklidisches Dreieck.
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Hyperbolische Geometrie

Dies ist ein Beispiel einer hyperbolischen Geometrie. Die Kleinsche Ebene
ist damit sehr verwandt.
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Kongruenzen in der Kleinschen Ebene nach Maurits Cornelis
Escher
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Sphérische Geometrie ist kein Beispiel der hier betrachteten Geometrien.
Auf einer Kugelflache sind die Geraden GroBkreise und Punkt ist das Paar
Punkt und Gegenpunkt. Die Anordnung von Punkten gibt es darum nicht
mehr und die Winkelsumme im Dreieck kann groBer als 2R sein.
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Ist das Parallelen Postulat nun wahr oder falsch?
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Ist das Parallelen Postulat nun wahr oder falsch?

Wie Kliigel voraussah: Diese Frage kann erst geklart werden, wenn Licht
in das Dunkel der Elemente gebracht wird. Was genau meinen wir mit
Gerade, Punkt, Ebene? Sind Geraden gerade Linien wie bei Euklid oder
Halbkreise wie in der Hyperbolischen Geometrie? In der Euklidischen
Geometrie ist das Parallelen Postulat wahr, in der Hyperbolischen
Geometrie ist es falsch.
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Ist unsere Welt euklidisch? Nach Einsteins allgemeiner Relativitdtstheorie
nicht!
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Ist das Parallelen Postulat nun wahr oder falsch?

Wie Kliigel voraussah: Diese Frage kann erst geklart werden, wenn Licht
in das Dunkel der Elemente gebracht wird. Was genau meinen wir mit
Gerade, Punkt, Ebene? Sind Geraden gerade Linien wie bei Euklid oder
Halbkreise wie in der Hyperbolischen Geometrie? In der Euklidischen
Geometrie ist das Parallelen Postulat wahr, in der Hyperbolischen
Geometrie ist es falsch.

Ist unsere Welt euklidisch? Nach Einsteins allgemeiner Relativitdtstheorie
nicht!

Aber den Gedanken in die Welt zu bringen, der die Sinne (unsere
Anschauung) von der Vernunft (die Mathematik) trennt, das war wohl
Kliigels Verdienst
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